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ABSTRACT 

We prove that  if (x . )  is a sequence in a Banach space with infinite dimensional  
span, then co or I, for a 1 _-< p < o0 is block finitely represented in (x.) .  

Soit l < p  < ~  et soit (x~) une suite infinie dans un espace de Banach. On 
dit que l~ (respectivement Co) est finiment repr6sent6 en blocs dans (x~) si 
pour tout e > 0 et pour tout n entier naturel, il existe n sous-ensembles finis 
(F~, F2, ' . . ,  F.) de N v6rifiant max F~ < min F~+~ (1 =< i _-< n - 1) et des 616ments 
avee be appartenant au sous espace engendr6 par {x~/j ~ F~} (1 _-< i _-<n) tels que 
pour tous scalaires (c~, c2,'. ", c.): 

= ~(l+e) talc, l" 

(respeetivement: ( 1 -  e),=,-.sup [ c,, _---11 ~'~,=, c,b, l[<(l+e ) ,~,-.sup 'c,I ).  

L'objet de cet article est de donner une d6monstration simplifi6e, ainsi qu'une 
16g~re am61ioration, du th6or~me de J.L. Krivine ([2]). 

TH~O~ME. Si (xj ) est une suite dans un espace de Banach, engendrant un 

sous espace de dimension in]inie, alors l'un des lp pour un 1 <-p < oo est liniment 

reprdsentd en blocs dans (xj ) ou Co est Iiniment repr~sent~ en blocs dans une 
permutation de (x~ ). 

Nous d~montrerons le r6sultat suivant: 
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THeOREm. Si (xj ) est une suite dans un espace de Banach, engendrant un 

sous espace de dimension infinie, alors l 'un des lp pour un 1 <-<_ p < oo ou c,, est 

liniment repr~sent~ en blocs dans (xi ). 

Dans une premiere partie nous rappelons quelques d6finitions ainsi que le 

r6sultat de J.L. Krivine concernant l'existence d'une suite 1-inconditionnelle, 

1-sous sym6trique finiment repr6sent6e en blocs dans toute suite infinie. Nous 

rappelons ensuite une proposition relative aux points fronti~res du spectre d'un 

op6rateur qui nous permet de construire des blocs 6quivalents h la base 

canonique de 1~ (1 _-< p _--- o0). 

Dans une seconde partie, nous d6montrons le r6sultat annonc6 en construisant 

explicitement les blocs (1 + e)  6quivalents ~ la base canonique de l~. 

I. Definitions, rappels et th~r/~mes sur les points fronti~res du spectre d'un 

op6rateur 

Soient (xj) et (yj) deux suites (finies ou infinies) dans des espaces de Banach X 

et Y. Nous notons [xj] le sous espace vectoriel ferm6 engendr6 par {xj [j = 

1,2, . . .} .  Nous dirons que (xj) est une suite infinie si dim[xj ] = ~.  

Les suites (xj) et (y~) sont (1 + e) 6quivalentes s'il existe un isomorphisme 
T:  [xj ]---*[yj ] v~rifiant Txj = yj pour tout j e t  IJ TII" II T-~ Jl---- 1 + e. 

(yj) est une suite de blocs disjoints de (xj) s'il existe des sous-ensembles 
Ft ,F2 , . . .  de N tels que pour tout j : m a x F / <  minFi+~ et y~ ~ [x, ] ~ , .  

Pour deux suites (xj) et (yj) infinies, (yj) sera finiment repr6sent6e en blocs 
dans (xi) si pour tout e > 0 ,  pour tout n entier naturel, il existe des blocs 

disjoints (b , ,bz ,""  ,bn ) de (xj) tels que (y~, y_, , . . . ,y,  ) soit (1 + e) 6quivalent 

(b,, b2, .- . ,  b, ). 

Si (yj) est la base canonique de lp ou de c,,, nous dirons que lp ou c. est 

finiment represent6 en blocs dans (xj) (si (yj) I'est). 

La suite (xj) est 1-inconditionnelle si elle est 1-6quivalente h la suite (ejxj) 

pour tout choix de signes ej, pour tout j. Soit D un ensemble totalement 

ordonn6. Une suite (xj) est 1 sous sym6trique si (x, , . . .  ,x, ) est 1-6quivalente 

(x , , , , ' "  x,..) pour tout n e t  tout m~ < m_. < . . .  < m,. 
Nous utiliserons les deux propositions suivantes dont la d6monstration est 

iaiss6e au lecteur. 

PaOPOSmON 1,1. La finie representation en blocs est une relation transitive. 
C'est-d-dire, si (x~ ), (yj) et (zj ) sont trois suites dans des espaces de Banach X, Y 

et Z et si (x~ ) est finiment repr~sent~e en blocs dans (yj) et (yj) finiment repr~sentJe 

en blocs dans (zi ) alors (xj ) est finiment repr~sent~e en blocs dans (zj ). 
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PROPOSITION 1.2. Soit (ej ) une suite de vecteurs inddpendants dans un espace 

vectoriel E, soit OR un ultrafiltre non trivial sur N, (xi ) une suite dans un espace de 

Banach X, ( k, ) une suite croissante d ' entiers naturels et pour tout n, b ~ , . . . , b ~ des 

blocs disjoints de (xj).  

Supposons qu'il existe 8 > 0 et K < ~ tels que 

(a) Ilbfll<=K pour tout i e t  n. 

(b) IlXr=,c,b:ll >- 8 supt~,=~knJc, J pour tout n e t  tous (c t -ck~)  scalaires. 

Pour tout m E N  et (c~ ,c . . , . . . , c . )  d6finissons 

{{~c,e , l{= ,=, . - -  lira [( ~ c, br{(. ,=, 

Alors JJ.JJ est une norme sur E telle que (e,) est une suite basique dans E, 

finiment repr6sent~e en blocs dans (x,). Si, de plus, (x,) est 1-incoriditionnelle, 

(e,) l'est 6galement. 

Rappelons enfin les r~sultats suivants: 

THI~ORgME 1.1. Soit (x, ) une suite infinie darts un espace de Banach X. Soit D 

un ensemble totalement ordonnL I! existe une suite (yd)~O 1-inconditionnelle, 1 

sous-sym~trique liniment repr&ent~.e en blocs dans (xi ) (cf. [2]: th6or~me 1.3). 

"I'HEORgME 1.2. Soit X un espace de Banach, T u n  endomorphisme de x et A un 

point de la [ronti&e du spectre de T~ I! existe alors une suite normalis~e (v. ) de X 

telle que lim.-dlTV. -avo l l=0  (ct [1] p. 9). 

"I-HEOREME 1.3. Soient T et U deux endomorphismes de X qui commutent. Soit 

a un point de la [ronti&e du spectre de T. I! existe une suite normalis~e (to.) de X 

telle que lim._=][ Tto. - XoJ. II = 0 et  lim._=[[ Uto. - ~tto. II = 0 po~r u n  ~ dldment 

du spectre de U. 

DgMOr~STRATION. D'apr6s le th6or6me pr6c6dent, il existe une suite 

norrnalis6e (V.) de X telle que l im.~l l  TV.  - AV. II = 0. Soit ~ un ultrafiltre 

non trivial sur N e t  soit Y = Xs/OR une ultrapuissance de X. On peut 6tendre T 

et U h Y et ces extensions v6rifieront T U  = UT. Si V = (V. ) .  ~ Y on a 

T V  = ,IV. Soit Z = {y ~ Y / T y  = ,Iy} Z e s t  non vide et ferm6 et, comme T et U 

commutent,  U est un endomorphisme de Z. 

Soit/z un point de la fronti~re du spectre de U : Z - - + Z .  D'apr~s le th6or~me 

1.2 il existe une suite normalis6e (z . )  de Z telle que lim,-=JJ Uz. - taz~ Jl = 0. 

Dans ZN/OR il existe donc un vecteur to = (z . ) ,  tel que Tto = ,Ito et Uto =/zto. 

Mais ZN/~ C ys/oR = XN/OR ,, pour un ultrafiltre non trivial OR' de N, on obtient 

donc une suite normalis6e (to.) de X telle que 
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iim 1[ ToJ. - AoJ. [I = 0 et lim l[ UoJ. - Iz~o. II = 0 .  
n ~  N an 

En passant h une sous suite on obtient le r6sultat d6sir6. 

II, Finie r e p r e s e n t a t i o n  e n  b l o c s  d e  lp o u  Co clans t o u t e  s u i t e  i n f l n l e  

Grace au th6or~me 1.1 et ~ la proposition 1.1, nous pouvons nous placer dans 

le cas o6 la suite infinie est (y~)~D 1-inconditionnelle, 1 sous-sym6trique et D 

totalement ordonn6. 

Construction des blocs (1 + e) dquivalents d la base canonique de lp 

Soit D = Q rensemble des nombres rationnels et (yq)q~o une suite intinie 

1-inconditionnelle, 1 sous-sym6trique. Posons Y = [Yq]~Q~tO.~t. Tout 616ment [ 

de Y peut 6tre consid6r6 comme une fonction sur l'espace discret {YJq~onl0.~l. 

D6finissons deux endomorphismes T et U de Y par: 

T:  Y--, Y 

['-*7"[ d6finiepar T[(x )=~  
0=<x <1 /2 ,  

t / ( 2 x -  1) 1/2_-<x <1;  

U: Y - o  Y 

[--* U[ d6finie par 

[(3x) 0=<x < 1/3, 

Uf(x) = I(3x - 1) 1/3 _-< x < 213, 

[ ( 3 x - 2 )  2/3_-<x<1,  

On v6rifie ais6ment que T et U commutent.  

PROPOSITION II.1. Pour tout [ dl3ment de Y : 

(a) Ilfll--<ll 7[11 <= 2llfl[, 
(b) Ilfll----II UIll <= 311fU. 

DI~MONSTRATION. (a) S i f  = X~ =, akyq, alors 7"[ = X;, =, aky, k/, + ~t=l aky~a+l. 

Le r6sultat est alors imm6diat par l'inconditionnalit6 et la sous sym6trie de la 

suite (yq). 

(b) Se d6montre de la m6me mani~re. 

Soit ( f . )  une suite normalis6e de Y(/. = .~k~.j . ~k=. ak Yqk) v6rifiant 

lira [[ Tf. - Af.  I[ = lira [[ Uf. - / z f .  I[ = O. 
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D6finissons pour tout n et m entiers naturels les vecteurs: 

b~= ~ a~yq~+m. 

Soit ~/ un ultrafiltre non trivial sur N, (ej) une suite de vecteurs ind~pendants. 

Par la proposition 1.1 on d~finit une norme sur [e~ ] par: 

On obtient que (ej) est une suite 1-inconditionnelle, liniment repr~sent~e en 

blocs dans (yq)q~Q, done dans (xj). 

R~AROUE. On obtient en eorollaire ~ la proposition II.1 que 1 N A N 2 et 

1 N ~ N 3 .  

PROPOSITION II.2. La suite (ej ) est 1-sous sym~trique. 

DI~MONSTRATION. II suffit de montrer  que pour tout n 

n n - -  n n ][Otl bt + " "  + ak bk[ [ -  Ira, b,, + ' -"  + ak b,~ll 

avec i~ < i2 < " "  < i~. 

Pour tout 1 < j _--< k, d6finissons une bijection T~ entre les intervalles [j,j + 1[ et 

[ij, i, + 1[ 

Tj  : x --* x + i~ - i .  

Tj conserve l 'ordre et induit une isom6trie T* entre les espaees [yq :q E O f'l 

[j,j + 1[ ] et [yq :q ~ O f'l [ii, ij + 1[ ] d~finie par T*(eq ) = erm~. On v6rifie alors 
a i l m e n t  que T~(b~)= b~. 

Dt~INrrIoNS. (1) Soit [ = 2q~eq. On appelle support de .f l 'ensemble 

supp (/) = {q E Q/otq # 0}. 

(2) Soient f e t  g deux 616ments de [yq ]q~o. On dit que supp0 v) < supp(g) si 

pour tout a E supp) r pour tout b ~E supp(g ) : a  < b. 

l~oPosmoN II.3. Soient jet n deux entiers naturels. Soient fet  g deux ~ldments 
de [yq ] tels que : 

supp.f < supp Tb;' < supp g, supp.f < supp (b7 + bj%~) < supp g. 

AIors Ill + ~ 7  + s II -- II/+ b7 + b,~, + g II. 
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DI~MONSTRATION. Notons 

A = supp ( / +  b, + b~§ + g), B = supp (f + Tb,  + g).  

D6finissons r : A ---> B par 

a_ ._ ,~ . (a)={a2~ si a E s n p p ( f + g ) ,  

si q E supp(b~'+ b,,~). 

r est une bijection de A sur B qui conserve l'ordre et qui induit donc une 

isom6trie entre les espaces [yq ]q~A et [yq ]r 

PROPOSITION 11.4. Soient j et n deux entiers naturels. Soient f et g deux EIEments 
de [yr ] tels que : 

suppf < supp Llb'/< supp g, suppf < supp (b~' + b,§ + b~+2) < supp g. 

alors  Ill + ub ,  + g II --Ill + b7 + b,~+, § b7+2 + g II. 

D~MO~STRATION. Elle est semblable ~ celle de la proposition pr6cc~dente. 

PROPOSITION II.5. Soient x et y deux ElEments de [e~ ] tels que supp x < j < 

j + 2 <  supp y. Alors 

(a) Ilx + Ae, +yU =llx +ej +ei§ +YlI, 
(b) llx +tte, +yl] =Jlx +e, + et+, + e,+2+ yl[. 

DI~MONSTRATION. NOUS d6montrerons que (a), le second cas ~tant semblable. 

On peut supposer que x = Y.{~.~ cie~ et y = Z[=j+3cie~. 
D~finissons [. = E{7)l c,b~ et g. = Y~[-~+3c~bT. On obtient: 

suppl. < supp Tb~ < supp g., 

supp[n < supp(b~ + b~+l) < supp g.. 

Donc, par la proposition pr~c6dente: 

Ill. + ~ , +  g. II = Ill. + b T + b , ' , + g . l l .  

En passant ~ la limite selon l'ultrafiltre ~d, on obtient le r~sultat souhait~. 

PROPOSITION II.6. Soient x et y deux ElEments de [ej ] tels que supp x < j < 
j + 3 ~ - 1 < supp y. Alors 

(a) Ilx +Ake, +yl l= l lx  +e, + - - + e m , - , + y l [ ,  
r IIx +t tke ,  +yl[=[[x +el + - - +  e i+3~-i + y[[. 
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DI~MONSTRATION. Elle se fait par r6curence sur k en utilisant ia proposition 

pr6c6dente. 

COROLLAIRE. 

Rappelons le: 

Pour tout k entier naturel : 

lie, + -  + e2,11 = x ~, lie, + -  + e~,ll-- ~ .  

LEMME II.1. Soit y un rdel positif  et e <0 .  Il existe n, m, n',  m ' entiers naturels 

tels q u e :  2"3 -m ~y_-__2"'3 m ' = < ( l + e ) 2 " 3 - " .  

DI~MONSTRATION. 

PROPOSITION II.7. 

DI~.MONSTRATION. 

Voir [3] Lemme 2.2. 

L ' espace [ e, ] est isom~trique ~ c,, on fi l, pour un 1 <= p < ~. 

En utilisant le corollaire pr6c6dent on voit que 

2 k _ 3  ~" ~ A  ~-__/z ~, 
2 k ---<3" f f  A k ---/~'~ 

On a alors: 

l e r  cas : A = 1 si et seulement si tt = 1. 

On d6montre ais6ment que [e, ] est isom6trique ~ co. 

2 ~ m e c a s :  A > I  et t t > l .  

I1 existe alors p ->_ 1 tel que A = 2 ~lp et /~ = 3 ~p. 

LE~.E II.2. Pour tout k entier naturel:  lie, + - - +  e~ II = 

Dt~MONSTRA'nON. On utilise le lemme II.1 pour trouver n, m, n',  m '  tels que 

2"3 -m _--< k <2"'3-" '<--(1 + e)2"3 -m. 

Soit M = max(m, m'). On obtient: 

-" I! I[ (2" 3M-=) l ' =  e, <- e, 
i = l  

Quand e tend vers z~ro, on obtient ie r~sultat. 

Soient ( a , , - - ,  a~) scalaires. Evaluons la norme [IXL, a,e, II 
- - s i  a, =(2",3-" ' )  ''~ (i = 1 , - , k ) ,  soit M =max(m, )  et soit /3, = a ,  3 M/p. On 

obtient 
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= 2n,3 M-m ) =(,=~[3,p) 
et donc le m6me r6sultat pour les (a,)f~,  ; 

- -  si les ( a , )  sont  que lconques  on  utilise de n o u v e a u  le l e m m e  II. 1 pour obtenir  

que  [e~ ] est i som6trique ~ 6 .  
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